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Algebra va analiz asoslar|

I BOB." INTEGRAL VAUNING TATBIQLARI

47'50 ANIQ INTEGRALNING TATBIQLARI

Yuzlarni integrallar yordamida hisoblash

Masala. Rasmdagi ABCD shakl yuzi S hisoblansin (7.a-rasm).

[ Ravshanki, bu shaklning S yuzi aBCb va
aADb egri chizigli trapetsiyalar yuzlarining ayirma-
siga teng:

S=f x)dx-J fx)dx=J3(f2(x)- fUAx))dx. (1)

b 7.a-rasm.
Javob: S=J(f2(x)- fi(x))d* a

(1) formula f2(x)> fi(x) shartni ganoatlantiradigan uzluksiz funksiyalar
uchun to‘g ‘ridir.

L-misol. y=x to‘g‘ri chiziq vay=x2+2x-2 parabola bilan chegaralangan
shakl yuzini hisoblang.
O 1)y=xvay=x2+2x- 2 chiziglarning kesishish nugtalarini topamiz:

2) Xx2+2x-2=x tenglamadan x»x=- 2,x2=1.

Demak, chiziglar (1; 1), (-2; -2) nuqtalarda
kesishadi. Ravshanki, (-2; 1) oraligda y=x
funksiya grafigi y=x2+2x-2 funksiya grafigidan
yuqorida yotadi (8-rasm).

U holda (1) formulada a=-2, b=1, f2Ax)=x,
fl(x)=x2+2x-2 desak, izlanayotgan yuz (1) ga

ko‘ra

8-rasm.



S=Kx- (x2+2x- 2))dx=\ (-x2- x+2)dx= ()@ X)+2x) 277 (——30) 4.5.
=2 =2

Javob:S=4,5 (kv.birlik). A

2-misol. y=Vx va y=x2 chiziglar bilan
chegaralangan shakl yuzini hisoblang.

O xel0;] kesmada x2<-Jx (9-rasm).

(1) formulada a=0, b=1, f(x)=x2

£2(x) =yfx deymiz. S-rasm
1 12 11
U holda S= J(Vx x2)dx = ( X2 - - x3) 0——3— i (kv birlik).
1
Javob: S=-3 kv.birlik. A
Aylanish jismlarining hajmini hisoblash
y=f(x)
aylantirish natijasida hosil bo‘ladigan jismning
hajmi V =p -j f 2x)dx @) © ¥ ¢ X
formula bilan hisoblanishini isbotlash mumkin. 10-rasm
Bu formuladan f(x) ni tanlash hisobiga kesik
konus, konus, silindr, shar, shar segmenti hajmlarini
osonlikcha topsa bo‘ladi (10- rasm).
Konusning hajmi. Bu holda AB=R, OB=H
deb olamiz (11-rasm). OA to‘g‘ri chiziq
R
tenglamasi y =— x ekanligi ravshan. U holda
H 0 B
(2) formulaga muvofiq
11-rasm

H R2 _
V konus = n - j(THTx)ZdX—n %H X 6:n 3H; (Ha' 0)— nRZH

Demak, Wkonus :31 nRZH.



Kesik konusning hajmi. AB kesmani Ox o°‘qi
atrofida aylantirishdan kesik konus hosil bo‘ladi.
AO=r, BD=R, OD=H deylik (12- rasml_)z.

_r
AB to‘g‘ri chizigning tenglamasi y:—H—x+r
ekani ravshan.

Demak, a=0, b=H, f(x)zB————x+r.

U holda (2) formulaga muvofiq

12-rasm.

N\
=k _If‘( RH_ r x+r}§dx=—ﬁ———-l—-|—-—— —FS-——r—rx+r)' H_N _H_ (FﬁG_ r )3\=_3I'I.H '-(R_2+ Rr +r ?)\
r

3 R r H 0 3R

Shunday qilib, kesik konusning hajmi: V = % *(RR+ Rr+r2)H. Bundan

A0=r=0 bo‘lsa, konus hajmi formulasini olamiz.

Sharninghajmi. Radiusi R, markazi (R; O) nuqgtadabo‘lgan doiraning cho-
rak gismini Ox o‘qgi atrofida aylantirishdan (13-rasm) hosil gilinadigan shakl

sharning yarmidir. Bizning holda mos aylana tenglamasi (x_ R)2+y2=R2

bo‘ladi, bundany =" 2Rx_ x2, xe [0; R]. (2) formulaga ko‘ra

AV, =0 j(2Rx_x2)dx=n+(R2_") 0=3nR3, demak, V_ =4 pR3

13-rasm.

14-rasm.



Shar segmentining hajmi. 14-rasmda OA=R, ORA=H (segmentning
balandligi) bo‘lsin. Doira segmentini uning balandligi atrofida aylanishidan
shar segmenti hosil bo‘ladi (14-rasm.) Shar segmentining hajmini hisoblash
shar hajmini topish kabi bo‘ladi, bu holda integrallash [0; H] kesma bo‘yicha
bajariladi:

H 1
Vw « =*m] (2Rx- x2)dx=n ( Rx2- x3) 0 =‘V(l\(/RH§—3 H%).

1
Demak, Veat =3 * sH2m3R- H).

Silindrning hajmi. Ox o‘qga parallel AB
kesmani Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil
bo‘ladigan shakl silindr bo‘ladi.

AB=0C=H, OA=BC=R bo‘lsin (15-rasm).
AB to‘g‘ri chizig tenglamasi y=R ekani ravshan,

15-rasm
x e [0; H]. U holda (2) formulaga ko‘ra,

H
Vsl.d =n f R2dx=nR2x 0 =nR m(H- 0)=nR H. Demak, V rr =p R2ZmH.

Nega aylanish Ox o ‘gi atrofidabo‘lishi kerak? Aylanish Oy atrofidabo‘lsa-

chi? Bunday savolni qo‘yish tabiiy.

Yuqoridan uzluksiz y=f(x) funksiya grafigi, pastdan Ox o‘qgi, chap va
0°‘ngdan, mos ravishda, x=a va x=Db vertikal chiziglar bilan chegaralangan
egri chizigli trapetsiyaning bOy 0‘gi atrofida aylanishidan hosil bo‘ladigan

jismning hajmi V =2n of xf (X)dx 3)

a

formula bilan hisoblanishini isbotlash mumkin.

1-misol. Konus hajmini toping (16-rasm).

O  OA=H, OB=R deylik. AB to‘g‘ri chiziq

H
tenglamasi y =--—--- x+ H ekani ravshan. U holda

R H
(3) formulada a= 0, b=R, f(x) =—Rx+ H desak,

AB kesmaning Oy o“qi atrofida aylanishidan hosil

bo‘ladigan konus hajmi



\knBZZH-Rx-(—H x+H)dX:2n -H Jx2dx+Hjxdx

R X2R_ H J . R _ o 2. -1 2
0+H >0 2n 53 +2neH ) —anH( 3+])——3HR H.

1
Dema”™ Vkos=3 pR2H. a
2-misol. Radiusi R bo‘lgan shar hajmini toping.
O OA=0B=R, O - aylana markazi deylik. Bu

aylana tenglamasi, ravshanki, x2+y2=R2, bundan

y =VR2- x2,0<x <R Bunga mos doiraning chorak

0 B
gismini (17-rasm) Oy o‘qgi atrofida aylantirishdan 17-rasm.

sharning yarmi hosil bo‘ladi. Avval shu yarimshar

hajmini topamiz. (3) formulada a= 0, b=R, f(x) =yfRF-x2

R

V =2n+JWR2- x2dx.

R2 - x2 =u desak, xdx=- — ,
i 12 3 13 1 3

JWR2- x2dx =--+ Jyfudu=--+ -u2+C=- - su2+C =-- (R2- x2)2+C,
j 2 * 23 3 3

Bu yerda C= 02deb olish m3umkin.
Demak, V :—3I'I(R2- x2)2 0 =2 nR3 yoki Vha =3 nR3. a
Kuchning bajargan ishini hisoblash. Vintsimon

prujinaning bir uchi mustahkamlangan, ikkinchi
uchiga esa F=F(x) kuch ta’sir etib, prujinani

sigadi, deylik (18-rasm). Guk qonuniga ko‘ra Y LU LU
prujinaning sigilishi unga ta’sir etayotgan F(x)
kuchga proporsionaldir. Prujinani | birlikka 18-rasm

sigish uchun F (x) kuchning bajargan ishini toping.

O Ma’lumki, o‘zgaruvchi F (x) kuchning [a; b] oraliqdagi bajargan ishi
n
A =JF(x)dx 4)



formula yordamida hisoblanadi. Agar F(x) kuch ta’sirida prujinaning
sigilish kattaligini x orqali belgilasak, u holda Guk gonuniga ko‘raF (x)=kx

bo‘ladi, bu yerda k - o°‘zgarmas son. (4) formulaga muvofiq bajarilgan ish

A=Jkadx=ke— =
07 4

Xususan, prujinani 0,01 m sigish uchun 10N kuch kerak bo‘Isa,
F =10N =kex tenglikdan k zy =1000. Demak, F(x)=kx=1000ex
Prujinani 0,09 m sigish uchun ketadigan F kuch bajargan ish bu holda

0.09 X 0109
A= J 1000xdx = 1000 > 0 =500+0,0081 = 4,05(J).

Mashqglar

51. y=-x2+ 4x parabola, (4;0) va (0;4) nuqtalar orgali o‘tuvchi to‘g°‘ri
chiziq bilan chegaralangan shakl yuzini toping.

52.f(x)=2x - 2 funksiya grafigi va uning F (0)= 1 shartni ganoatlanti-
ruvchi boshlang‘ich funksiyasi bilan chegaralangan shakl yuzini toping.

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini toping. Mos rasm
chizing (53-54):

1
53. 1) y=x ,y=1-x; 2) y:)z, y=0 x=1 x=4
1
3) y=x2- 2%, y=4- X2, 4) y=— y=0x=1 x=a(a>1).
X
54. 1)y:i32,y:’4 -2—x%; 2) y=Xx2,y=2x2y=2;
2 X 1 2 X2
3) y=X2,y=—,y=2x; 4) y=X-y=X -y=-y.

55. y =sinx, xe[0; p], funksiya grafigining Ox o°‘qi atrofida aylanishidan
hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblang.

56. y=VXx, x=1 x=4 chiziglar bilan chegaralangan shaklning Ox o‘qi
atrofida aylanishidan hosil bo‘ladigan jism hajmini toping.

57. Qiyalik bo‘yicha pastga tushayotgan poyezdning tezligi
v(t)= 15+ 0,2(m/s) gonunga ko‘ra o‘zgaradi. Agar poyezd giyalikni 20 s
davomida o ‘tgan bo‘lsa, giyalikning uzunligini toping.

58. Vagtning t=0 paytida 20 m/s tezlik bilan yer sirtidan otilgan jism
s(t)= 20t - 5t2 (m) gonun bilan harakatlanadi. Jismning tezligi 5 m/s bo‘lgan-
da, u yerdan ganday balandlikda bo‘ladi?



59. Avtomobilning tormozlanish tezligi v(t)= 19-1,2-1 (m/s) gonunga
ko‘rao‘zgaradi. Agar avtomobil tormoz olgan vaqtidan 10 s o‘tgach to‘xtagan

bo‘lsa, uning tormozlanish yo ‘li uzunligini toping.
3
60. Nugtaning tezligi V(f) =3t+—vt (m/s) gonun bo‘yicha o‘zgaradi.

Shu nuqgtaning t=0 dan t=4 gacha vaqt oralig‘ida bosib o ‘tgan yo ‘lini toping.

61. Yugoridan y=ex chiziq bilan, pastdan Ox o‘qgi bilan, chapdan x= 0,
o‘ngdan x= 1 chiziqg bilan chegaralangan sohaning Oy o‘qi atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan jism hajmini toping.

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini toping. Mos rasm
chizing (62-63):

62. 1)y=2VX y=6,x=0; 2) Yy=X2,y=2"2X

3) y=x2,y=tfx; 4) y=Vx, y=V4-3x, y=0.
63. 1) y =sinbx, x=0,x=p, Ox o0‘qi;

2) y=sin2x, x=0, x={|,0x 0‘qi;

2
3) y=cosx,y=1+- x, x=-n;
n 2

4) y=-x2,y=2ex,x=0, x=1.

64*. y= 2x2 8x, parabola va shu parabolaga uning uchidan o ‘tkazilgan
urinma va Oy o ‘qi bilan chegaralangan shakl yuzini toping.

65*. y=x2+ 10 parabola va shu parabolaga (0; 1) nuqgtadan o ‘tkazilgan
urinmalar bilan chegaralangan shakl yuzini toping.

66. Agar 2N kuch prujinani 1 cm gissa, prujinani 3 cm qisish uchun
sarflanadigan ishni hisoblang.

67. To‘g‘ri chizigli harakat qilayotgan nuqtaning vaqtning [t1, t7]
oralig‘idagi tezligi v(t)>0 bo‘lsin. Vaqtning t=t1 paytidan t=t2 paytigacha
bo‘lgan oralig‘ida nuqta bosib o‘tgan yo ‘Ini toping.

68* y=-x2+ 1 0<x<1 va Oy o‘qgi bilan chegaralangan shaklning Oy o ‘qi
atrofida aylanishidan hosil bo‘ladigan jism hajmini hisoblang.

69. y=-x2+4, 0<x<2, x=0 (Oy o‘qi) chiziglar bilan chegaralangan
shaklning Ox o‘gi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jismning hajmini
hisoblang.



51 TAQRIBIY INTEGRALLASH

b
Jf (X)dx integraldagif (x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasini topa
a

olsak, uni Nyuton-Leybnis formulasidan foydalanib, anithisoblay olamiz.

Agar boshlang‘ich funksiya topilmasa, u holda Jf (x)dx integralni
a
taqribiy hisoblash masalasi qo‘yiladi. Aniqg integralni tagribiy hisoblashning

bir nechta usuli bor. Shulardan ba’zilarini keltiramiz.

Tog rito‘rtburchaklarformulasi. [a; b] kesmaday = f(x) uzluksiz funk-
siya aniglangan bo‘lsin. [a; b] kesmani Xo, X], X2, ..., X=X xnnuqtalar yordamida
b- a

n ta o ‘zaro teng kesmalarga ajratamiz. Har bir kesmaning uzunligi Ax=

gateng bo‘ladi. a=x0 b=xndeylik. Bo‘linish nugtalari xo, XX ..., Xn-x xnorgali
y = f(x) funksiya grafigi bilan kesishguncha vertikal to‘g‘ri chiziglar (Ox ga
perpendikularlar) o‘tkazamiz. Natijada egri chizigli trapetsiya n ta Kkichik
egri chizigli trapetsiyalarga bo‘linadi.

Har bir kichik egri chizigli trapetsiyani asosi Ax, balandligi esay= f (x)
funksiyaning [xx;xk+J kesmaning, masalan, chap uchixkdagi giymatif (xx) ga
teng bo‘lgan to‘g ‘ri to‘rtburchak bilan almashtiramiz, bundak=0,1, ..., n -1.

Hosil bo‘lgan bu to‘g‘ri to‘rtburchaklar yuzlarining yig‘indisi taqgriban
egri chizigli trapetsiyaning yuziga teng bo‘ladi (19-rasm). Shunday qilib ush-
bu formulaga kelamiz:

b b—a
Jf (x)dx « ------- (f@@)+ f(x,)+ f(x2)+.. +f(xnd)). (1)

19-rasm.



Bu formula aniq integralni tagribiy hisoblashning to g i to rtburchaklar
formulasi deyiladi.
To‘g ‘ri to‘rtburchakning balandligi sifatidaf (x) funksiyaning [xx; xk+1]

kesmaning o‘ng uchidagif (xk+1) yoki shu kesma o ‘rtasi ) " xki2 dagi

f (xk2) giymatini ham olish mumkin edi.
Agar to‘g ‘ri to‘rtburchakning balandligi qgilibf (xk+) yokif (xk2 olinsa, u
holda, mos ravishda, shunday formulalarni hosil gilamiz (20 a, b -rasmlar):

I ()dx< b;a. (F(x) + F(x2) + .+ (b)), (1a)

b - \

ITde T (2)+ £ @)+ .+ (2n) (1b)
2 )

20.a-rasm. 20.b-rasm.

O‘tkazilgan vertikal chiziglarning y=f (x) funksiya grafigi bilan kesishish
nuqtalarini ketma- ket tutashtirish natijasida har bir kichié< egri chiziqli tra-
a

petsiyaning asoslarif (xK vaf (xk+l) hamda balandligi A&x=—— bo‘lgan trapet-
siya bilan almashtiramiz, bunda £=0,1, L.
Hosil qgilingan bunday trapetsiyalar yuzlarining

yig‘indisi tagriban egri chizigli trapetsiyaning yuziga
teng bo‘ladi (20.d - rasm).

Shund ilib ushbu f lani hosil gilamiz:
unday qilib ushbu formulani hosil gilamiz o0.d-rasm.

J f (x)dx: b;a Fr@+10) +f(x)+ f(2)+.. +f(VI1)I (2)

Bu formula aniq integralni taqribiy hisoblashning trapetsiyalarformulasi
deyiladi.

1-misol. A =Je xdx integralni tagribiy hisoblang.
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